
確 率 数 を 選
!

特性関数の性 質

で凸数と牛願寺性関数の関係）@重要
2つの分布関数F,Eに対して、
その特性関数を出たとする.
たとたが等しい（FM=たい」（Ex ER））

⇐ >中，と中」が等しい（中、（がた（t）
（HER））/

（ニ）は自明、 ⇐は非自明）
☆ 分布の等しさを.ある関数クラスの期待値の
等はで測る .
feedた（x）=feがdた（川 （HER）

これらより、全てのモー～メ斗が等とけれEだEな布が等しい
こともわかる.
（C.f.ベクトルRとK'が等しいかく）はにくい，y>（なERM）

より強く以下のことが言える.
TI(Levyの反転公式）
P ( xE Cab））t士（P（にa）+P（たか）

= さま式ぶどう等413）B
x

(cf.フーリエ逆変な点.PNE(Gh））がbでビに7能なら、両辺bでEにしてみる）
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先の定理を Levyの反転公式を用いてます

⇐ を示す.
a . bが F の連糸売点なら、 PKa)= PKb)=0で

F l b ) - F (a)= P( X E Cab)）

となる よって、 中=02なら. たとたが同時に連糸売
である点で）（'E R において

F ( x ) - F , N ' に た（川一石化）
である。 さらに、不連続点は高々可算個なので、ではいくらでも

大きくできて. が→一

❤

とすれば分布関数の性質より

F . 川 = F.G ) にはF,たの連続点）
を得る。
次に任意の R E R （不連続点でも良い）を固定すると.
もの>0で | x-）しnlE h か つ K E R n であり、 I n で F い た

が連な気であるような点かが存在する。つまり

F N n ) = た（川 とできる.

すると、 F いたの右連糸売性より、

F （川 il

☹

an)=喆らはいき たいり

な連続性 右 連 続 性

を得る . / /
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t .なの反転公式の証日月-12
を止めた時の右辺の積分

=ミード（た？が泓-）は涿dFay
=垚 fdFa)(I E i e "で " ' r e " d) (Fabiani)

-の 3

二 式 fdF a ) f ! f

!

（3では））-
%d5ayeee.s i3

_

sinGN-by-sinBN-a.ee/
d3

（注..cosGN-bat.sinBA-bD-jinBH~ey.ee に有界

§-） o
としてもおこれは C)は）S i nBath)）-H-a) s i n（3(Hat)にはま）

（どブン
こ こ で . た

!

が）らーい

!

化
で）ー ー ー ー は 奇 関 数 な の で 年 貢 分 は O

さて、 f RN ) = f
Rが學 B G E R ) とすると、

右辺=表・2 fdF a t ftp.lkd-fp.H-bt)
ここで、 無 f p（川= f F " 今 d 3 = E ( D o )

1 - E いく。 1
0 （1= o )

より、 式・2稿f た がa)-右（かb) d FM)
= デ j1たがいた（かい） dF a ) 優収束定理）（積分の中

身は硑
=デジ /日に>a l - 1 に < a }） - 1 1 [ x > b } - 1PKb}）d F I N
= I f （211a い く b } + 1 作a}+11にb l ) d FA )
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ニ / 1 1a s k b} d F M + I /11）に" dFA) t E /（）に
b }d FM)

= p(a< x < b ) + I ( P( x= a ) + P G = b )
「定義関数の期待値.

x
☆ 分布の性質を調べたければ特性関数の性質を調べれ
ば 良 い .

世（独立な確率変数の和の特性関数）

!

重要！

K . . . .、X n : 互いに独立ーーな r.て .
%は）： X j の 特 性 関 数 （たに.....n )

Sn = X、t - _ - + X n

Snの特性関数は
中（か=中、（か.42（か..... h t t )

で与えられる. /

（和特性関数は、特_性関数の積）
は

"

物 = E [ ど か げ + X nノ]= E [どが....で「Xn]
= I ECですが] = 中、Hx-_-x t . l t )
t
独立性 /

正（独立性と特性関数） の特性関数と分布の一対一対応

メ、. . . . . X n : r .で同時分布の特性関数：中は、....がきただけがいた川
が X jの c f . （特性関数）
メ、. . . .かが独立 くニ>中は、...tn)=中、（か）-.-

!

Hn) f . /
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例
❤

医に項分布）
X i n Bernoulli(O) (PA.=1）=0，Mio)=1-0）
( i i i )

S = X、t - _ - + Xn とする.

X i の特性関数： 0どた（1-0）
{S

の s :10で +(top に前回の講義
m s 二項分布の特性関数

⇒ S ~ Bは0） に項分布）

区 （正規分布の和の分布）
X .. . . . . X n : r .で、独立
Xj n N (Mj,G i )

Sn = X i t - . - + X n
esnnc.fi e なのC.fi
中（か=武%は）

= 武a p( i t g_主な2が）

= exp( i t t . I E が）
ただし、 I = M t - . - t den , I 2=6，2t - _ - t a

2

よって、 Sure N （ T .T ) ： 正規分布の再生性
-

i t 和の分布がすぐに求まる.
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風様々な分布
-0連続な分布
-指数分布 ( E x ( N )

-

p.d . f . f a , =
/ De""（た。，
I o ( x c o )

(No:パラメータ）

F ( x ) = JE d e " Sds =1-e-入水
~単位時間にある事象が平均八回発生
するとして、その事象の発生間隔の分布
（ポアソン分布と関係）

特性関数中（1に Tae"どもっ，
=

"

は =

（1-笑）で

キュムラント母関数
では 1= l n （犇）=一で一染）

では1=（え）に別で
べけ）=（文）2（1-
割-244。）=六

r e s k

f"ががっ...鎏鬱
で"(o)=2（方）3-） ら=市

= ， R = 2

t To)=3！（文）4-） Ka二点 B = 6
（入によらない）
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-ガンマ分布 には，た））

- _a t . 拗 = |舞）
は'で入水

(azo)

○ ( K o )

1 皿 Hs ) t F ど が d x :が次関本文

ア (Stl)= STB )
n が自然数のとき、ア (n)=が）！、ア（1）= l

ァ (n+上）=(n-E)(n-き）... I F
H E ) =不

特 性 関 数
中（か= f

!

器，）は' E M em t d y

=器，。前にいいかっいたが"が珈
= I(Aid)た=（1-染）_た

X j ~ E x （川 （う=1，...た） 互いに独立.とすると

SE = X i t - _ - t Xた の c . f .は
4けた（1-染は：分籅布，

靉爾
t 単位時間あたり平均入国発生する事象が

た回起きるまでの時間 （指数分布の和はかは分
布）

私うみ母関数が1にも（に染） m e . .
I だ。，B i oした事 した簽に！灋

×塁規分布に近づく）

I F N mile、り
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- が分布 （カイ2乗分布）

を自由一度nのが分布と言う
統計でよく現れる.

使 興 （正規分布とが分布の関係）
X~NG.it：標準正規分布
Y=×2の分布は Gに、主）に従う

-.-自由度1のが分布

Xj~NM） は1...，た） c i . i . A T
Y= X ? t - . - t X E はGは、昔）に従う.

- . -自由度た興
（Prat）.た1のとき、 X-N（いりなら.

な） = N x e g）=，は
（標準正規分布の
Rdf..はPG)h二%名川dx

fは1=高下は）=別で「Pack） 嘉）
= 器.2Km=ぼ○歳咷断
=
（主）
_歳y

I t E I Y

→ Gなる）のRdf.
. た > 1 のとき.

たx、2+-_-+4もの特性間をえ：
OHに（（I-2うかな）た（1-2のかな

⇒ Gに、圭）の特性関数：自由度たのが分布
-
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- Cauchy分布（コーシー分布） a

礙 卡 彘 、
た（川に兵！！噐，2，da

= 芸 [ l n （だが）で

→ 有限に確定しない
E M は存在しない.（非の積分）

cf.：中（か= exp（-aH I )
- ベ ー タ 分 布 興

p.d.fr. 㭭=|商）が（い
り"

( o a k I )

O （その他）

a . bはパラメータ（形状母数）

1 皿 Blab)=ドがくいが'd」にな器=ベータ関数

平均： M = 前
分散： 6 2 = a -tb ) (a thtt)
実は X - G (a.1），Y - G Chi)⇒斉，~ BeCab)

（独立）

ニ ） 2項分布の事前分布に使われたりする、
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o 離散分布
- 二 項 分 布 興
P o i s o n i n g EACH

たm . f . H N =楽ビル 「をチェックせよ

（）に0.1，2....）

特 性 関 数
中H ) = &では答，e "

= e " E T I
た！

= e-入でども= exp（入（どきい）

キュムラント母関数
ー ー ー ー

~1は）= l n 0(N = A （どきり

では 1=𣱿ども
K = 入

ーー） K 2 = 入では 1=が入が {ke
r = 入 （した）では1（か=(a)なども

i s た方，た=文
事象の発生間隔が指数分布に従うとき、
ー ー

単位時間あたりに発生する事象の数の分布
- -Ya...：独立な指数分布した (N)、客の到着間隔
客 が た 𥫣 来 た ：

X i t - _ - t X a E l

つまり. Yo u G がた）として Y E l である石隺率
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事象の発生間隔が指数分布に従うとき、
単位時間あたりに発生すーる事象の数の分布
ー ー

X ..Ya...：独立な指数分布した（N）、客の到着間隔
客 が た 𥫣 来 た ： X

i t - _ - t X a E l

つまり. Yo u Gがた）として Y Elである石隺率

f'器は1ではM
=ド篅ば数が）dy
ニ 、籅などり！+f'然がyた2dg

な火器諭
一篇で

シ、_

!

噐ど=1-下興

Poisson分布の分布関数

つまりP（た人以上）=1-F（たい

⇒ Pは1人以下）=F（なり：Poisson分布 / /
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-負の二項分布（けか
_

た が ノ ー
いい

コイン投げをして.た回表が出るまでに裏が出る回考えの分布
（ただし、その1回前までは裏 x 回表に1回とする）

た 1のとき . NBC1.0）=G 10）=幾何1、らい布 と言う

一般のとき.
p . m . t t a)=（たけ）が'(to)

#

t

=（型Y)は（1が 最後に成功

特性関勢が& e x （型

☹

）0たが

= E （型

☹

）は（どたa Y
こ こ で . ( f zY = Eた（たかーーはいい1_ee.zx.co

x !

= E （たけ）で
「 " e,=0た（1-でも（1-01）とである.

では 1= l n( d a ) = k h （ 0 ） - t h（1-でない）

での-_-たごいい9_t_e.ie =た笇（ーどもに

❤

た 0

では 1 = k
で（1-0）で「 た Here
Cte i t aoy s ます

6 2 =
0 2

（0が小さいと大E n )

例： クーポンコレクター問題、コンプが市
- _ -

確率数理6 (2022) 12 / 16



-超幾何分布 （けいいい）
ー ー

N 個のアイテムに14個の不良品が入っているときに、
n 個を非復元抽出した時.その n個に水個の
不良品が入っている右雀率

N個 _ 咽
○州のが

n 個抽出

i s m . f . f m =
（と）（'なし）

（す）
-

0=長として、 N-うかとすると.（0は固定）

-ゝ（？） O" ( t o ) に水 に項分布）

GM =19（はり普.（外14）（人1-14-1）-_-（111-14-ひかい- _ - 1 e r
(n-っく）！

-

N - _ - ( N - n +1）
n .

、 一

= （た）点保利一・保則（1-剬（1-笑）-.-（1-"等）
ー ー ー ー ー

パ（1-秋-_-x （1-器）
ふてる（？） O''(to)につく
M t o )
（知り
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1Bern頲 1
I n o = 入

n →

❤

た鸚劘鬭*.𨷻々の法則が''興し

-
な
、鬭 た鬮養

t ,たI - た 1齘鸝州
t

園 鬭分 -
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i.慇？準が独立
が.X：のキュムラント母関本と

S = k t . . . +X n のキュムラント母関本久は

NHKでは） t . . .+4州
であることを示せ。
このことより、 Sの2次キュムラントは

K j = Kj" ' t . . .+ KM
(Kf"は火のう次キュムラント）

であることを石隺かめよ.
（2） f:Rd-Rが下半連続 とは fimjffは）？fbc） （た岬）

をみたすことである。 （同様に fが上半連続や-fが下半連続）
このと き .

f が下半連続 に吶 fa tEa｝ が閉集合はER）
を示せ . これを用いて . 下半連続または上半連続な開発のは
叮測であることを示せ.

（3） （t.FI上の7測関数の集合は.単関本久を含みかつ各点収束に関して閉じてい
る最小の関数クラスであることを示せ.

（4） 6（X）を.Xを7測にする最小の6-加法族とする. （ X i n R）

つまり. 6（が（RR））） =6（1がCANHEBURN）.
このとき、 Y:r→Rが比喩、，-51測であるための必要十分条件は
ある51測関数 f：112→Rを用いてた f(X）と書けることであることを

示 せ .
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（5） Xの特性関数の値4（かがHERで実-数
⇐ Xとーメは同じ分布

（6） 特 性 関 数 0 が /14（の1dtく

❤

のとき.

その分布は密度関数Ha）=京ノどかかのdt をもつことを

示 せ .

17） 一 様分布ではD）の特性関数を求めよ.
（8） X～ひ（いり），た ひ ば り ） （独立）

のとき、 Z=×+Yの特性関数を求めた。
また、 Extとの分布の確率密度関数を求めた

（9） X ,Y：独立
2のとき、 X t YとXが同じ分布である なら
た 。 （as.） であることを示せ.
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